화 떨 개 (810016 2137707016 ㅇ (060113107) 
+ 그? . 


조 
2? 
2772 


2 


그러므로 전 체 에 너 지 에 


용 수 철 에 매달려 
같이 주어진다. 


1 


00 


계 [2,2]= 88 


2 털 
10 


하 


과 같이 정의 


으 
음 
다 [04 010] = 1, 06:= 02+ 20, 01:= 02+ 782, 여기서 0, 2 = 0 인 상수. 


를 2# 와 로써 다 


산자 0, 0" 


282 


1 이 


-28120 (072) 


0712. 2] + 2 [0 4] 


20 . 


다. 
77000 


1 


[02+ 22.0“2+ 72] 
0 





} 

[00] 
2 030 
72 02? 


승소 
고구 


자 


고 


이 


02 





(0'00+00!') 로 주 


로 놓으면 -281 ㅠ (07) = 1 를 
[0^-010-00!1+(0'1)”] 이 되어 


77240^ 


26? 








2400 


720 





[0^+0'10+00'1+(0')"], 2?= - 


-8“0 ㅜ + 





030 
00^ 








어 진 다. 여기서 [4, 0'] = 1, 즉 00'=1 
들 로 최 종 적 으로 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 


#= 60 (00+ 긍 ) . 


이제 우 리 는 수 연 산 자 (0\0471667 0200『73107) 를 ㅠ = 010 로 정 의 하고, 이의 고 유 상 태 0, 이 
고 유 값 7 을 갖 는 다 고 가 정 한 다. 
0. 1 720, , 
그러면 하 밀 토 니 안 은 수 연 산 자 로 다 음 과 같이 표 현 되 므로, 
2=720(0+ 긍 ) 
수 연 산 자 의 고 유 상태 @,, 은 하 밀 토 니 안 의 고 유 상 태 가 되고, 하 밀 토 니 안 의 고 유 값 은 
60 (0+ 극 ) 이 됨을 알 수 있다. 즉 , 단순 조화 떨 개 의 에 너 지 는 도 


어 진 다. 하지만 아 직 까지 ~ 에 너 지 를 결 정 하는 고 유 값 /; 에 대한 어떠한 정 보 도 갖고 
있지 않다. 이제 우 리 는 수 연 산 자 의 고 유 값 ㅠ 에 대한 정 보 를 얻기 위하여 수 연 산 자 의 고 
즈 


유 상 태 0, 에 0 와 0' 를 작 용 시키면 어떻게 되는지 살 펴 보 겠다. 이를 위해서 0 


,0' 와 가사 
이의 교 환 관 계 들 을 알 아 보 자. 먼저 [4,0]=[0'0,01=[0',014= - ㅇ 가 됨을 알 수 있다. 
위에서 우 리 는 연산자 교 환 관계식 [42, 0] = 4[4, 0] + [4, 0] ㅁ # 및 [4, 4] = 0 을 사 용 하 
였다. 다시 동일한 방 법 으로 [40,0']=[0'0,0']= 0'[0,0']= 0' 가 된다. 이제 이 두 연 
산자 관 계 식 들을 고 유 상태 0, 에 적 용 해 보겠다. 


먼저, [40/, 06 ']10』 = 80010, - 01006, = 010, 는 관계식 2010,= (0+1)0'10, 을 준다. 여 
기 서 우 리 는 앞에서 정의한 수 연 산 자 의 고 유 상태 관계식 40, := 70, 을 사 용 하였고, 다 
시 이 관 계 식 으로부터 0'0,。 이 고 유 값 7/+1 을 갖는 
얄 있다. 즉 , 0'0,，。 ~ 0,。、 1 이 되고 여기서 비 례 상 수 를 6} 로 
수 있다. 비 례 상 수 6} 는 나중에 구 하 기 로 하겠다. 

가 지 로 [04,0]0』,= 000, - 0200, = - 0, 는 관계식 200,,= (0- ㅡ -1)00, 
고, 이 로 부 터 40, 이 고 유 값 7-1 을 갖는 수 연산자 # 의 고 유 상 태 라는 것을 알 
다. 즉 , 00, ~ 0, 1 이 되므로 이때 비 례 상 수 를 6, 로 쓰면, ㅇ 0,,= ㅇ ㅇ < 슬 

다. 이제 우 리 는 연산자 6 와 0' 가 각각 수 연산 유 상 태 ( 하 밀 토 니 안 의 고 유 상 
] 도 함 ) 0, 을 한 단계 내 리 거나 올리는 역 할 을 함 을 알았다. 그래서 6 와 0! 는 각각 내림 
연 산 자 (10\61108 0200173101) 와 올림 연 산 자 (2<2169108 020073101) 로 불린다. 이제는 두 비 례 상 수 
1 과 @。, 을 구 해 보 기 로 하자. 여기서 우 리 는 6 와 0' 에 대하여 앞에서 정의한 두 관계식 


멘 
때 
때 
8 
(^ 
전 
1% 녹 
6 
니 
크 0 
뿌 
고 
띠 
다 
>% 브 
010 


더 
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} 


니 


태 
+ 내 





(#-- ㅡ 2) 에서 ㅎ 와 《 가 각각 자 체 수반 연산자 


< 090, 1 00,> = <%91| 이 90 1> =(0),~006<91101> = | |? 
여기서 수반 연 산 자 의 정 의 를 사 용 하 면 위 식은 다 음 과 같이 쓸 수 있으므로, 


000 = <0@10100> =< ㄴ 00 100.> =08<0.10,> = 이 된다. 
즉 , @。=+</7 이 되어 우 리 는 다음 관 계 식 을 얻는다. 
00,= ㅠ 7001 
우 리 는 6} 의 경 우 에도 동일한 방 식 으로 구할 수 있다. 
041 0 2 = | | 이 


<010 100 > =<0 11112 = (0 
다시 수 반 연 산 자 의 정 의 를 사 용 하면 위 식은 다 음 과 같이 
<010\1910,.> =<9%10010,.> = <@“,| (010 
즉 , = <7+1 이 되어 다음 관 계 식 을 얻는다. 
0'0,= ㅠ 70+1 011 

위에서 우 리 는 규격화 조건식 < 0,,| 0,, > :=1 과 교환 관계식 [4, 0'] = 1 을 사 용 하였 
다. 

이제 에 너 지 의 고 유 값 에 대하여 알 아 보 기 위하여 하 밀 토 니 안 의 기 댓 값 을 생 각 해 보자. 일단 
임 의 의 상태 | > 에 대한 하 밀 토 니 안 의 기 댓 값 은 항상 영 보 다 크 거나 같다: < 2>,,= 0. 
이는 자 기 수반 연 산 자 의 제 곱 의 기 댓 값 은 항상 영 보 다 크 거나 같다는 것에서 나온다. 

즉 , 4=4 이면 <4#>,=<%|40>=<240|140>=<40|140> =>0 


쓰 스 
승 수 있으므로 
+ 


1)0,> =10-+1 이 된다. 


2 
이 된다. 여기서 2 = 꽃 - + 공 ㅠ 0”2* 로 주어지는 하 밀 토 니 안 은 자 기 수반 연 산 자 인 < 와 


+ 
의 제곱 항 들로만 구 성 되어 있고 각 항의 계 수 는 양 수 이므로 하 밀 토 니 안 의 기 댓 값 은 영보 


| 


다 크 거나 같다. 한편, 앞에서 고 유 상태 4, 의 경우 20, = 80 (0+ 긍 )0, 의 관 계 를 만족 


> 0 을 준다. 그런데 위에서 구한 


띠 


관계식 00, ~ @,_… 을 사 용 하여 고 유 상 태 에 내림 연 산 자 를 거 듭 하여 작 용 시킨다면 고유 


값 /; 은 계속 줄어들게 될 것이다. 그러나 ㅁ + 그 > 0 이라는 조 건 은 항상 중 족 되어야 하 


므로 어떤 특정한 고 유 상 태 에 가 서 는 내림 연 산 자 를 작 용 시키면 영이 되어야 한다. 즉 어떤 
특정한 상태 0, 에 도 달 하였을 때 600,=0 이 되어야 한다. 이는 04=0 
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크 0 
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고 


로 
이 상 은 진 동 수 가 4 (=,/ 금 ) 인 단순 조화 떨 개의 에 너 지 가 다 음 과 같은 값 을 가 짐 을 보 


여 준 다: 2 = 600 금 ) , = 0,1,.09.3.… . 


위에서 우 리 는 고 유 상태, 에 올림 연 산 자 를 작 용 시키면 0'0。,=\7+1 0, 로 한 단계 
보 





올 라 감을 보았다. 이제 바 닥 상태 0』 에 올 림 연 산 자 를 작 용 시키면 0「'0』= <, 이 되고, 다시 
이 10. = 2 66, 즉 ~ > 01)", 된다. 다시 한번 작 용 시 
키면 010, = 73 @ 에서 = - 능 106 = - 속 (013 0, 가 된다. 이를 반 복 하면, / 번 


째 고 유 상태 0, 은 다 음 과 같이 바 닥 상 태 로부터 구할 수 있다. 





한편, 바 닥 상 태 는 60』,= 0 의 관 계 식 을 만 족 하므로 이를 2 와 2 로 다시 쓰면 다 음 과 같다. 








77270 
이를 위치 표 현 으로 다시 쓰면, 육 (+ 그 은 )06(2) = 0 의 미 분 방 정 식 이 된다. 이는 
정 김 크며 0062) 2 음 과 같 음 을 알 수 있 
8 리 하면 으 쓰 트 + 022 06(2) = 0 가 되어, 그 해 가 다 음 과 같 음 을 알 수 있다. 
2 2 
00) = 0660 (- 으 끈 -), 0, 은 규격화 상수, ㅇ = / 구는 . 


여기서 규격화 조건식 / 02 | 860) 11 =1 에 ) ㆍ 00006(- ㅡ 020) = 1/ 꼬 을 적 용 하면, 


| 00133 =1 의 되어 60=700 1 기 뽀 ~ 1 로 주 어 집을 알 수 있다. 


[원 


편 , / > 1 인 고 유 상 태 들을 구하기 위하여 0' 를 2 와 0 로 표 현 하 여 보자. 


; 1 )/0 > 0 
0, = = 으 0 우 굴 )0 10) /4=1,.2.8 ㆍ …… 


2 
8 


여기서 02 =) 플 븐 = # 로 놓으면, 위 식은 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 


여기서 @0 ~ 00 (- 을 ) 이 므로, (0- 그 )"00 (- 을 ) = .(00)00(- 을 ) 로 정 의 하 
면 , #2.(40) 는 0 의 다 항 식 으로 주어진다. 이 다 항 식 을 우 리 는 에 르 미 트 다 항 식 (116000116 


20170 ㅁ 010191) 이 라고 부르며, 통상 다 음 과 같이 표 현 한 다 . 


00 = (-1)"60202)[( 옴 "00 (- 0301 
위 표 현 은 00( 옥 )[( 곰 )"00(-07)] = ( 음 - 0)"00(- 을 ) 라는 항 등 관 계 를 적 


한다 
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, 위 방 정 식 은 #=#0(7+ 긍 ) 
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여기서 


| 면 , 우 리 는 #(0) 가 


| 여 위 식 에 대입 


표 현 허 


프 


0 


태 를 0, ~ #0008(- 을 ) 로 


, 0^ 0, 가 (27+ 1)0, 


070, 
00 


자 
20 


010 


(0) ~ 교 ,(8) 일 


비 


위에서 주어진 에 르 미 


위에서 우 리 는 2,(0) = (-1)"60 (0?) [( 숨  )"66 (- 0?)] 으로 정 의 된 에 르 미트 다항 


2 
식이 에 르 미트 방정식 (고 -20 옴 + 20)4.0) = 0 의 해 라 고 하였다. 이를 증 명 하여 


08 
하자. 

이제 2 28 은 표 현 하면, 위 식은 (42 ㅡ 20720 + 272 )[6『 205 ㅇ -] = 0 으로 표 현 된다. 
그리고 이는 다시 6#* [7/"“×+ ㅠ ?+ 2077" + (202 + 2)7^ ]6- = 0 로 쓸 수 있다. 
여기서 우 리 는 대 괄호 안의 첫 항 을 다 음 과 같이 표 현 하도록 하겠다. 

77260 = 77 (77226-0) = 70(-26 0” 
여기서 두 번째 항 은 다 음 과 같이 표현할 수 있 음 이 

- 72”(207226-) = -3077"+716--972(020)2 
이들 모 두 를 대 괄호 안에 대 입 하면 주어진 식은 다 음 과 2 된다. 


[72773 + 24777 + 그 (272+ 2) 77" 16 
= -27)"6  -207)~+716 0 -247)/"6 "+ 20770716 0 + (272 + 2)2272 60 
= 0 


즉 , 이는 에 르 미트 다 항 식 이 에 르 미트 방 정 식 을 만 족 함 을 보여준다. 
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